ist e
guardians

Il Metodo degli Elementi Finiti

Applicazione al problema elettrostatico

Raffaele ALBANESE
Univ. Mediterranea di Reggio Calabria

April 2002

. l -_' ‘ ﬁ J a - - | AlLearning Object produced for the
ol - L EU IST GUARDIANS Proiect



guardians

Residui pesati

Equazione differenziale ellittica:

0Q)

—V-&Vo=p inQ (1)
3 N
T \condizioni al contorno su o€

Moltiplichiamo 1’equazione (1) per un’arbitraria funzione

test w and integriamo su €:

—I wV - eV e dQ) = prdQ (2)

Integriamo per parti, ottenendo la forma debo!

e di(1):

é’(p =
IVW EV @ dQ) — éhdZ—.prdQ (3)
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Funzioni test e forma debole

Nella forma forte
—IQWV-gV¢dQ:IprdQ Vw & —V-&Vo=p inQ

@ ¢ continua ¢ derivabile due volte, mentre non c1 sono vincoli
per la funzione test w

Nella forma debole
op

IQVw-ngde— angEdZ:jprdQ Vw

sia @ sia w devono essere continue e derivabili a tratti, cio¢ sono
introdotti de1 vincoli per w mentre 1 requisiti per ¢ sono allentati
rispetto al problema originale

La forma debole tiene automaticamente in conto le condizioni di
interfaccia sulle superfici di discontinuita (continuita della
componente normale di D=¢cE)
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Interpolazione: funzioni di base
« Espandiamo ¢ con N funzioni di base:

N
(D(X) = Z ¢kuk ()C), U ELZgrad(Q)
k=l
* Approssimazione con elementi finiti triangolari:

Ne
Discretizzazione di () = UQ :

J=1
u, funzione continua lineare a tratti

u, =1 sul nodo k, dove x=x,

u, =0 sugli altri nodi b
u, interpolata linearmente su ogni elemento (2 ; o

@, € quindi il valore di ¢ sul nodo &: ¢, =¢@(x, ) il
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Funzioni di forma
. gmd(.Q) ¢ lo spazio de1 campi scalari continui e derivabili a tratti

in (2 con 1l gradiente a quadrato integrabile
« u, e @ sono continue, Vi, ¢ Vo sono continue a tratti (costanti a
tratti con triangoli del 1* ordine)
« Approssimazione agli elementi finiti:
Bisogna fornire una descrizione geometrica del dominio
Po1 1l dominio ¢ approssimato da un insieme di elementi finiti
, S1associa una funzione di forma a ciascun nodo

a. A patto di avere una grigha sufficientemente fitta, la

soluzione ¢ ed il suo gradiente V4 possono essere

approssimati da un’opportuna combinazione lineare di
funzioni di forma
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Approssimazione agli elementi finiti (1)

« Bisogna fornire una descrizione geometrica del dominio

Questo e un esempio 2D
prodotto dal menu “Draw”
della GUI (Graphical User
Interface) del PDE toolbox
" of Matlab® avviato con il
021 @ ‘c e
comando “pdetool” (il
R1 Ei | dominio di interesse e
| identificato dalla
formula“E1-PI-R1”, cioe
[’insieme differenza tra
[ellisse “E1”,il poligono
EE -4 05 0 05 4 15 “Pl” ed il rettangolo “R17)

. ' '_' ‘ & g ‘ % Author: Prof. Raffaele ALBANESE
~ - s 8 L Univ. Mediterranea di Regaio Calabria

0.8+

06+

0.2

04k

-0.6-

08+




guardians

Approssimazione agli elementi finiti (2)

* Poi il dominio ¢ approssimato da un insieme di elementi finiti

domain discretization into 160 elements

Questa e una griglia ad
elementi triangolari
relativa al precedente

05- J dominio, ottenuta dal
5 menu “Mesh ’della GUI
g (Graphical User
g o 1 Interface) del PDE
% toolbox of Matlab® con

il comando “initmesh’:
la griglia (“ mesh”)
consiste di 160

My ] elementi, 103 nodi e 48
4% 3 e 5 TE . T lati di contorno

X (arbitrary units)
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Aprossimazione agli elementi finiti (3)

 Siassocia una funzione di forma a ciascun nodo

contour lines of shape function u,_(x,=0.78y,=0.05) Queste SONo le linee dl livello
della funzione di forma
1 1 associata ad un nodo.

Sotto e una rappresentazione
alternativa di u;, come la

superficie z=u, (x,y)

y (arbitrary units)
]

-05+ e

| | | | |
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.
X (arbitrary units)
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Approssimazione agli elementi finiti (4)

A A patto di avere una griglia sufficientemente fitta, la

soluzione ¢ ed il suo gradiente V(@ possono essere approssimati
da un’opportuna combinazione lineare di funzioni di forma

Questa é la
rappresentazione della
superficie:

Z=Qxy)=2 ¢ uy (X.)
[ coefficienti ¢, sono
stati ottenuti risolvendo
[’equazione di Laplace
con condizioni al
contorno di Dirichlet.
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Formulazione di Galerkin

Applichiamo la forma debole con N indipendenti funzioni
test w,(x),i=1,...,N ottenendo il sistema lineare:

Ay =] Vw6V, dO
i-i]

B = jle.de + jagwigfi;’:dﬂ

Abbiamo la procedura di Galerkin assumendo le funzioni
test uguali alle funzioni di base: w.(x)=u,(x),i=1,...,.N

. r I;' ‘ ﬂ J a _;l_ . \ Author: Prof. Raffaecle ALBANESE
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Costruzione della matrice

e Matrice formata sommando 1 contributi di ogni
elemento:

A, = i |, Vi, 8V, dO
j=1 T

e Ogni elemento fornisce un numero limitato di
contributi non nulli (relativi a1 propri nodi)

* Integrazione su (2 effettuata numericamente
usando formule di quadratura di Gauss

. r’ "_' - ﬂ J ﬁ "1 Author: Prof. Raffaele ALBANESE
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Proprieta della matrice
La matrice 4 ¢:

simmetrica: A;=A,; con la formulazione di Galerkin
sparsa: A, = 0 solo se 1 nodi 1-k sono connessi da un lato

semidefinita positiva:

¢T°4'Q=IQV(0-£V¢dQ:2Wm > ()

singolare:
N N
= Vu V() u, )dQ=\| Vu,-eV1dQd =0
DA =,V Lu)d = [ vu

con dominanza diagonale debole (in assenza di triangoli

.\, N
ottusi): A, <0forizk, 4,= > |4,]>0

k=1k+#i

. r I;' ‘ ﬂ J a _;l_ . \ Author: Prof. Raffaecle ALBANESE
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TQI/'WZZI/ZQ noto con condizioni al

contorno naturali

* Per condizioni al contorno omogenee di tipo
Neumann (gop/ch=0) 1l termine noto s1 forma
sommando 1 contributi de1 singoli elementi:

Ne
b. = 0dQ)
, ; Jo, wp

» Essendo la matrice singolare, s1 deve assumere un
riferimento per il potenziale ad un nodo in ogni
parte connessa di €2 (ad es., eliminando
un’equazione ed un’incognita come per 1l metodo
de1 potenziali di nodo applicato alle ret1 elettriche)

“ v a W £ HJ ﬂ Author: Prof. Raffacle ALBANESE
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Altre condizioni al contorno

» Per applicare condizioni di Neumann non
omogenee (gdp/on=g on 2L2yc ALI) s1 aggrungono
1 contributi d1 2(2y al termine noto :

b, = Iude+I ugdx

0Q,,

* Per applicare condizioni di Dirichlet (o=f on
o2, J() s1 impone ¢, =f(x, ) in luogo della k-ma
equazione fornita dai residui pesati.

* Per applicare condizioni al contorno di1 tipo misto
(aptPB edp/on =Y on A, 0”_(2)
vanno mod1ﬁcat1 sia la matrlce sia 1l termine noto

! v a P H.; a Author: Prof. Raffacle ALBANESE
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Soluzione del sistema

* Tecniche standard nei casi lineari, ad es.:
— eliminazione di Gauss

— gradiente coniugato precondizionato

 Metodi 1terativi ne1 casi non lineari, ad es.:
— metodo di Newton
— 1terazioni d1 Picard (di punto fisso)

. " -_' ‘ ﬁ J a _‘_"f"_. ! Author: Prof. Raffaele ALBANESE
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Uscite e visualizzazione
 (Qrandezze 1n uscita:

— Grandezze locali (potenziale scalare, campo elettrico,
spostamento elettrico) in qualsiasi punto del dominio

— Grandezze globali, ad es. energia totale, forze, flussi; nel
caso lineare 1’energia totale ¢

W, =V, [ Vo evpd=1, 4" 4.4
* Visualizzazione dei1 risultati:
— Linee o superfici equipotenziali
— Linee di forza

— Campi vettoriali rappresentati da frecce
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Ulteriori aspetti

« Stima dell’errore, qualita della grigha ed infittimento
della grigla

e Camp13D

* Problemi nel dominio del tempo

* Problemi agli autovalori
e Trattamento di domini non limitati
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